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/.1 Menghitung Luas Daerah

a.Misalkan daerah D={(x,y)|a<x<b,0<y< f(x)}

) Luas D = ?
f(x)
__ Langkah :
D 1. Iris D menjadi n bagian dan luas satu buah
irisan dihampiri oleh luas persegi panjang
> dengan tinggi f(x) alas(lebar) AX
a AX b
' AA ~ f (X)AX

2. Luas D dihampiri oleh jumlah luas persegi panjang. Dengan mengambil
limitnya diperoleh: b

wasp=a= | f(X)dx " nitro™
a INF228 Kalkulus Dasar



Contoh : Hitung luas daerah yang dibatasi oleh
kurva Y = X*, sumbu X, dan x = 2.

Luas irisan

AA =~ X°AX

Luas daerah

3 2 2
1
Az_"xzdx:—xﬂ _8
- o N
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" JE0000
b) Misalkan daerah D={(x,y)|a<x<b,g(x)<y<h(x)}

! hGo) Luas D = ?

(X) Langkah :

1. Iris D menjadi n bagian dan luas satu buah
irisan dihampiri oleh luas persegi panjang
dengan tinggi h(x)-g(x) alas(lebar) Ax

, ' A= (h(X) - g (X))AX

2. Luas D dihampiri oleh jumlah luas persegi panjang. Dengan mengambil
limitnya diperoleh:

luasD = A = j(h(X) —g(x))dx
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Contoh : Hitung luas daerah yang dibatasi oleh garis y = x+4
dan parabola y=x*-2

Titik potong antara garis dan
parabola

X+4=x>-2
X°—X—6=0
(Xx—3)(x+2)=0

X=-2,X=3

Luas irisan

AA = (X +4) — (X% = 2))AX
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Sehingga luas daerah :

A= ji((x+4)—(x2 —2))dx = j’(—x2 + X +6)dx

3
:—Ex3+1x2+6x} _125
37 2 :

Ctt :

Jika irisan dibuat tegak lurus terhadap sumbu x maka tinggi irisan
adalah kurva yang terletak disebelah atas dikurangi kurva yang
berada disebelah bawah. Jika batas atas dan bawah irisan berubah

untuk sembarang irisan di D maka daerah D harus dibagi dua atau
lebih
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Contoh : Hitung luas daerah yang dibatasi oleh sumbu X,

y=X"dany=-x+2

Jawab
Titik potong
X*=-X+2 — x?+x-2=0 — (x+2)(x=-1)=0
\‘ — X=-2,x=1
y=x°
/ Jika dibuat irisan tegak, maka daerah harus

dibagi menjadi dua bagian

y=-X+2 Luas irisan I
h AA, = X°AX
AXy  AX 2\ Luas irisan II

~ (—X+2)A _
AR = "'I'I)Al'l)%tro"wprofessiona|
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Luas daerah I

; 1
A =[xk = 1x° =t
. 3
Luas daerah II
2
A, :I—x+2 dx = -1 x% +2x|;
1

—(2+8)-(-3+2) =2

Sehingga luas daerah

1 5
A+ A, >= 5

Wl
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c). Misalkan daerah D={(x,y)|c<y<d,g(y) <x<h(y)}

d b
= 7
; (y)> 5 < Luas D = -
Ay [ > h(v) Langkah :

\h(y)-g(y)) 1. Iris D menjadi n bagian dan luas satu buah

o) Se— irisan dihampiri oleh luas persegi panjang
) . dengan tinggi h(y)-g(y) alas(lebar) Ay
' AA= (h(y)—g(y))Ay

2. Luas D dihampiri oleh jumlah luas persegi panjang. Dengan mengambil
limitnya diperoleh:

d
LuasD=A=[(h(y)-g(y)dy ot
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ioad the free tria 1=R=14 ||||:|-_-| --:|{ -:-:-Ilg-l-:-{—:‘:."l-:-ll 3l

INF228 Kalkulus Dasar



" <M

Contoh: Hitung luas daerah yang dibatasi oleh x =3 —y*

Jawab :

dan y:X—l

Titik potong antara garis dan
parabola

y+1=3-y°
y°+y—2=0
(y+2)(y-1)=0

y=-2dany=1

Luas irisan

AA=(B-y*)-(y+D)Ay
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Sehingga luas daerah :

L= [(@-y)-(y+D)dy = [(-y*-y+2)dy

1, 1, o9
=——y’—=y 42 =—.
SV Y yl ,

Ctt:

Jika irisan sejajar dengan sumbu x maka tinggi irisan adalah kurva

yang terletak disebelah kanan dikurangi kurva yang berada disebelah kiri.
Jika batas kanan dan kiri irisan berubah untuk sembarang irisan di D
maka daerah D harus dibagi dua atau lebih
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i 7.2 Menghitung volume benda putar

7.2.1 Metoda Cakram

a.Daerah D = {(x,y)|a<x<b,0<y< f(x)} diputar terhadap sumbu x

&

Fx)

d

¥

Daerah D

o

B
? Volume benda putar e.:dan?#:ggnr
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Untuk menghitung volume benda putar gunakan pendekatan
Iris , hampiri, jumlahkan dan ambil limitnya.

f(x)
__/
D
< WY
a AX b
f(x)
AX

Jika irisan berbentuk persegi panjang
dengan tinggi f(x) dan alas Ax diputar
terhadap sumbu x akan diperoleh suatu
cakram lingkaran dengan tebal AX dan
jari-jari f(x).

sehingga

AV = 7 f2(X) AX

b
V =z £2(x)dx
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Contoh: Tentukan volume benda putar yang terjadi jika
daerah D yang dibatasi oleh y = x* , sumbu x, dan
garis x=2 diputar terhadap sumbu x

Jika irisan diputar terhadap sumbu x
2 / akan diperoleh cakram dengan jari-jari
reE X% dan tebal Ax
/ } X’ Sehingga
‘ AX 2 e AV =~ 7 (x*)? AX = 7 X* AX
v Volume benda putar
x° 32
V = n_[x“dx =2 x5 2=
5 5
" nitro™"
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b. Daerah D = {(x,y)|c<y<d, 0<x<g(y)}

diputar terhadap sumbu y

d

d
x=g(y)
D
C < C
= ] ‘ '
Daerah D Benda putar
? Volume benda putar Croated with
N nitro™" professional

INF228 Kalkulus Dasar donenloedhetres el enline staopdicom/pro g gens!



Untuk menghitung volume benda putar gunakan pendekatan
Iris , hampiri, jumlahkan dan ambil limitnya.

A

v

Jika irisan berbentuk persegi panjang

dengan tinggi g(y) dan alas Ay diputar
terhadap sumbu y akan diperoleh suatu
cakram lingkaran dengan tebal Ay dan

Jari-jari g(y).
sehingga

AV =~ g*(y) Ay
il

d
V =z[g*(y)dy

o PDF’
N nitro
INF228 Kalkulus Dasar 16



Contoh : Tentukan volume benda putar yang terjadi jika
daerah yang dibatasi oleh y = x* garis y = 4, dan sumbu y
diputar terhadap sumbu y

Jika irisan dengan tinggi /y dan tebal Ay
diputar terhadap sumbu y akan diperoleh

/ cakram dengan jari-jari ,/y dan tebal Ay

Sehingga
AV =7(\Jy)’ Ay =y Ay

Volume benda putar

4
T
V =7rjydy=5y2 o="8r
0
n nitro™
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7.2.2 Metoda Cincin
a. Daerah DZ{(X, y)|la<x<b, g(x)<y< h(X)}

diputar terhadap sumbu x
A h(x)
D
f\/\l :
- 9(x)
< MR
a b VY
Daerah D '
Benda putar
? Volume benda putar Frestedun : |
M nitro™" professional
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Untuk menghitung volume benda putar gunakan pendekatan
Iris , hampiri, jumlahkan dan ambil limitnya.

\ h(x)

Jika irisan berbentuk persegi panjang

dengan tinggi h(x)-g(x) dan alas AX diputar
terhadap sumbu x akan diperoleh suatu

cincin dengan tebal Ax dan jari —jari luar h(x)
dan jari-jari dalam g(x).

é AX b o sehingga

AV = z(h*(x) - 9°(X))AX

1

V= zj (h*(X) - g°(x))dx

Created with
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Contoh: Tentukan volume benda putar yang terjadi jika
daerah D yang dibatasi oleh y=x? , sumbu x, dan
garis x=2 diputar terhadap garis y=-1

A

Jika irisan diputar terhadap garis y=1
Akan diperoleh suatu cincin dengan
Jari-jari dalam 1 dan jari-jari luar 1+ x?

Sehingga

AV = z((x* +1)° —1°)Ax

A
v

= (X" +2x* +1-1)AX
y=-1 = 7(X* +2X?) AX

N

Volume benda putar

V = ﬂIX +2x°dx = 72 x° +2x% ) o %wrb'_"%@)prc}%%@omal
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7.2.3 Metoda Kulit Tabung

Diketahui D = {(x,y) |]a<x<b,0<y < f(x)}
Jika D diputar terhadap sumbu y diperoleh benda putar

. f(x) /
T
D
< 5 b > "
Daerah D Benda putar

Volume benda putar ?
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Untuk menghitung volume benda putar gunakan pendekatan
Iris , hampiri, jumlahkan dan ambil limitnya.

Jika irisan berbentuk persegi panjang
G f(x) dengan tinggi f(x) dan alas Ax serta berjarak
I  Xxdari sumbu y diputar terhadap sumbu y

5 akan diperoleh suatu kulit tabung dengan
tinggi f(x), jari-jari x, dan tebal Ax
) —— a—AX b " _
vX sehingga
AX
S — N AV = 27 X T (X) AX
>~ f(X) @

___________________ V = 27zj xf-(x)dx
> n nltro"DFprofe%%Ionm
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Contoh: Tentukan volume benda putar yang terjadi jika

daerah D yang dibatasi oleh y = x?

, sumbu x, dan

garis x=2 diputar terhadap sumbu y

A

Jika irisan dengan tinggi X’ [tebal Ax

dan berjarak x dari sumbu y diputar terhadap
sumbu y akan diperoleh kulit tabung

dengan tinggi X° , tebal Ax dan jari

jari X

Sehingga

[
»

AV = 271 X X°AX = 275 X3 AX

Volume benda putar

N nitro™" professional
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Catatan :

-Metoda cakram/cincin

Irisan dibuat tegak lurus terhadap sumbu putar

- Metoda kulit tabung
Irisan dibuat sejajar dengan sumbu putar

Jika daerah dan sumbu putarnya sama maka perhitungan dengan
menggunakan metoda cakram/cincin dan metoda kulit tabung akan
menghasilkan hasil yang sama

Contoh Tentukan benda putar yang terjadi jika daerah D yang dibatasi
Oleh parabola y = x*,garis x = 2, dan sumbu x diputar terhadap

a. Garisy=4
b. Garis x = 3
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" A
a. Sumbu putary = 4

(i) Metoda cincin

Jika irisan diputar terhadap garis y=4

£ Uy=4 akan diperoleh cincin dengan
(4-x?) / Jari-jari dalam =r, = (4—x?)
y=xd | [T Jari-jari luar = 1, =4
Sehingga
D
) v R ~ 2 (N v2)2
o 2 AV = 7((4)° —(4—X")°)AX
= 7(8x° — X*)Ax
Volume benda putar
. 8 2 Created v 224
V= ”I(SX X*)dx = (53X =5 X )l Slﬁtro"'? rojr_%5|0n8|
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(ii) Metoda kulit tabung

! s Jika irisan diputar terhadap garis y=4
akan diperoleh kulit tabung dengan

Jari-jari=r= 4-y
AT Tinggi = h = 2-y

Tebal = Ay
2 Sehingga

AV = 27(4—y)(2—y)Ay
=28 -4y =2y +y\/y)Ay

Volume benda putar

V=27z_([(8—4ﬂ—2y+yﬁ)dy zzﬂ(gy_% _fyﬂ +5y5/2)|O 22472.

n nltro"DFprofefsSlonM
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b. Sumbu putar x=3

(i) Metoda cincin o _ _
X=3 Jika irisan diputar terhadap garis x=3

diperoleh cincin dengan
Jari-jari dalam = r, =1
Jari-jari luar = 1, =3y
Sehingga
AV = 7((3-y)* ~()*)Ay

= 7(8— G\N + Y)Ay

Volume benda putar

4
V=rx[@-6Jy+y)dy =r(@®y-4y*’+8]})=8x _
0 M nitro™" professiona
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(ii) Metoda kulit tabung

X=3
t <4 L : :
Jika irisan diputar terhadap garis x=3
/ diperoleh kulit tabung dengan
: Tinggi = h = x°
y=x L
\ 2 Jari-jari = r = 3-X
Tebal = AX
D .
NP " Ay 3| Sehingga
. 3 - AV = 27(3— X)X*AX

Y

= 27(3x* — x%)Ax

Volume benda putar

V = zyzj(3x ~x¥)dx =272(x* —1x*) P=27(8-4) =8z
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B
/.3 Panjang Kurva

Persamaan parameter kurva dibidang

x=ft)  a<t<b 1
v = gt (1)

Titik A(f(a),g(a)) disebut titik pangkal kurva dan titik B(f(b),g(b)) disebut
titik ujung dari kurva.

Definisi : Suatu kurva dalam bentuk parameter seperti (1) disebut mulus
jika

(i) f' dan 9" kontinu pada [a,b]

Kurva tidak berubah sekonyong-konyong

(i) f' dan Q' tidak secara bersamaan nol pada (a,b)
N nitro™™ professional
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Misal diberikan kurva dalam bentuk parameter (1), akan dihitung
panjang kurva

Langkah

1. Partisi [a,b] menjadi n bagian, dengan titik-titik pembagian

a=t, <t <t,<..<t =Db

A

—o @ ® ' jl>
alt ty tt tub

Partisi pada [a,b]

A
v

Paritisi pada kurva
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2. Hampiri panjang kurva

As. panjang busur Q. ,Q,

Aw; panjang tali busur Q,_,Q,
Panjang busur dihampiri dengan panjang tali busur
AS. = Aw.
= J(A%)* + (Ay,)?
= JIF ) - F P +[9(t) - 9(t, )T

Dengan menggunakan teorema nilai rata-rata untuk
turunan, terdapat t ,t. <(t_,,t )sehingga

F)-f(t,)="1 I(t_i)At
g(t)—g(ti,) = gitiat |
M nitro™" professional
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dengan At =t -t ,
sehingga
AW, =L ()AL T +[g' ()AL T

= I @) +[g'E)TF At

Panjang kurva dihampiri oleh jumlah panjang tali busur

LI @ 9 6F A

Dengan mengambil panjang partisi(||P||) menuju nol diperoleh

L= [If'(OF +[g' () dt
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Ctt:

Jika persamaan kurva y=f(x), a<x<b

L= [T OF g OFot =29 Yy a

=i\/( )(1+( j)dt_z\/u(%jz dx

Jika persamaan kurva x=g(y), c <y <d

d d
L= [JIF OF +[o' Ot def Oly] dt

c

-H {2 =2 e

download the free trial online at nitr
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Contoh : Hitung panjang kurva
1. x=t>,y=t*; 0<t<4
X'(t) =3t y'(t)=2t

Panjang kurva

L:j\/(3t2)2+(2t)2dt :j\/9t4+4t2dt =}\/t2(9t2+4)dt

4 A 2
= jt\/m dt = jt(th n 4)1/2 d(9:1]:-8t_|_ 4)
° 0

L2(9t? +4)¥? |2 =L1(40v/40-8) =L (80410 -8)
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2. y=2x>? antarax =1/3 dan x=7
Jawab :
ﬂ _ 3X1/2
dx
7 > 7 7
L= [ y1+(3x"?fdx = [VI+oxdx =1 [@+9%“2d(1+9x)
1/3 1/3 1/3

= Z(1+9%)%? [[ ;=% (512-8) =374
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Soal Latihan

A. Gambarkan dan hitung luas daerah yang dibatasi oleh
1.y=x"dan y=X+2
2. y=x>,y=—x,dan y=8
3. V=X, y=4x, y=-x+2

4. y=sinx, y=cosx, x=0, x= 2.
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B. Hitung volume benda putar yang terjadi jika daerah yang di
batasi oleh grafik fungsi-fungsi berikut diputar terhadap

sumbu x

1

2.

. y=x>,y=0,dan x=2
y=9-x’dan y=0
Cy=x*dan y=4x

y=x°dan y =X, dikuadran 1

INF228 Kalkulus Dasar

y=sinx, y=cosx, x=0, x=n/4
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C. Daerah D dibatasi oleh kurva y = +/x dan garis x = 2.
Hitung volume benda putar, jika D diputar terhadap :

(1) sumbu x (4) sumbu y
(2) garis x=-1 (5) garis y= -2
(3) garis y=4 (6) garis x=4

D. Daerah D dibatasi oleh parabol y = 4x—x* dan garis x+ y = 4.
Hitung volume benda putar, jika D diputar terhadap :

(1) sumbu x (3) sumbu y
(2) garis x=6 (4) garis y = -1
M nitro™* professional
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E. Hitung panjang kurva berikut
1. X=4sint, y=4cost—-5,0<t<r

2. X=3t°+2, y=2t°-1/2; 1<t<4

3. y=%(x2 +2)*% 0<x<1

X% Inx

2<Xx<4
2 4

4, y=
5. y=In(1-x%), 0<x<1/2

1
6. X=§\/§(y—3),OSyS9
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