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~1Integral garis di ruang

Misalkan persamaan parameter kurva mulus C ( di
ruang)

x=x(t), y=y(t), z=z(t) ;a<t<b
maka

Jt0ey,2)d8 = £(x(0,y0.20 WX OF + (v OF +(Z ) at
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Sifat-sifat integral garis

1. Jika C = C,UC,U.

B Jika —8 berlawanan denga

jf%)dsbjf(x,y)ds
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Contoh

1. Hitung jx +y) dS C adalah kurvax=3t; y=t3 ; 0<t<1 !

=$28 t39 + ot* dt
0
1
=84[PJ1+H¢#
4 1
= 84(% 1+ t4)3/2j

_ 141+ 0P

0

0

- 14042 -1)
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Contoh

2. Hitung [(2x)dS
C

y—x2 dari s l:"{} '(1,1) diikuti ruas garis vertikal

ntuk C.: (00) = (1.1
- | I'\\.aln \U,U/ Vd \J.,J.

C, f (L1) Persamaan parameter C;:
- misalkan x =t > y = t?2

x'(H)=1 y'(t)=2t 0<t<1
Sehingga

[(2x)ds =j2t\/1+(2t)2dt =th 1+4t3dt
0 0

Gy
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Contoh (Lanjutan)

Sehingga

2+/0 + 1°dt

Gy

=1 3(1 4t2)
; t =2(2-1)=2
E(Sﬁ_l) = Jadi,
Untuk C,7(1,1) S0 )
: _ [(2x)ds = jzxd5+j2x
(berupa ruas garis) a
Persamaan parameter C,: (5£ 1)+2
misalkan

x'()=0 y'(H)=1 1<t<2
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Latihan

lingkaran lingka
2. Hitung _[(SinX+

ke (m,2r)
3. Hitung Jf(2X+f
O=&EE C
5/12/2012

. Hitung I(2+X2y)dS
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Akan dicari: Berapg kerja (W) yang dilakukan oleh gaya F untuk
memindahkan sebuah partikel menyelusuri kurva C dari A ke B?

Misal F=xi+yj adalah vektor posisi Q(x,y)

=9 vektor singgung satuan di Q

ds
dr drdt 1'(t)

T: = =
ds dtds |
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Kerja (2)

Maka ET=||T|cos6 adalah komponen singgung F di Q
Kerja yang dilakukal ' indahkan partikel
sejauh As adalah |

Kerja yang dllak@n oleh gaya F u emindahkan

n::r'hl(nl dari A ke B adalah

A A ol

szF.Tdsz
&

dr dxA dy
dt dt
Jadi, didapat w= (M(x,y)l+N(X,y)J)(Xm+dY3)

C

= [M(x,y)dx + N(x,y)dy

C

= - dr dt
F.
l‘

diketahui

J —=dr —dX1+dy]
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W= [Mdx+Ndy dy=3t2dt

C
= ( —y )dx+xy2dy

C

T( _(2F 2t de + 26 367t

t 7 10 10) 0(2 7 1o)d _lf_—S_itll

jlzt 2t10 4 3t dt__jlt—t = 9

_(1_1)_-7
4 11) 44
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Contoh

2. Hitung integral ga_ljisjde+X2dy dengan kurva C : x = 2t,
y=t>-1, 0 <t< 2 =8

: 2 B 16
=j(2t2—2+8t3)dt=§t3—2t+2t4 == -4+32
0

=E+28=@
3 3
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Latihan

medan gaya
2)12

g C, dimana
1)

= (X, v, Z) ::_._'f.:__
dalam meminda
C adalah ruas,-.-'-‘

an partikel sef
ris dari (0,0,0) |

2. Hitung integral g 1 kurva C adalah ruas

garis dari (1,1) ke (3 -1)
3. Hitung jF.dr dengan F=xy’i+xy’j sepanjang

A

d. C = &1 U C2 L C; (3,3)
b- C = C3 C,

0,2 ¢, e

B
L

X
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Integral Garis Bebas Lintasan

PENDAHULUAN |
HitungJ'f:.df dengan E=yi

a. C garis y = x dari (0,0) ke (1,1) "
1(0,0) ke (1,1)

b.Cgarisy = x2d
c. C garisy = x3 dari (0,0) ke (1,1)

TEOREMA A: DASAR INTEGRAL GARIS
Misalkan F(x,y)=M(x, y)i+N(x,y)j dengan C adalah kurva mulus

sepotong-potong dengan titik pangkal (Xg,Yy) dan titik ujung
(X1,Y1)-
Jika Fx,y)=Vf(x,y) maka

jﬁdir = f(Xl,yl)—f(Xano)
C
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onservatif dan P
otensial dari F

enaan
-l N l:“l L]

F=yi+xj=Vf dengan fungsi potensial f
maka jﬁ.df:fa,n—f(o,m=1.1—0.0=1
C

Masalah:

Bagaimana mengetahui bahwa F konservatif?
(F(x,y)=gradien dari suatu fungsi f).

Bagaimana memperoleh f(Xx,y) jika F(X,y) konservatif?
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DEFINISI: Misal 15=M1+N3+P1A<
CurlE= .

maka

TEOREMA B
isalkanF=Mi+Nj+Pk maka F konservatif jika dan hanya jika
CurlF=rotF=0 atau jika dan hanya jika
N oM oP ON oM oP
Ox dy dy 0z 9z Ox
Khusus jikaF=Mi+Nj makaF konservatif jika dan hanya jika

oN oM
ox dy
16
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Contoh:

a. Tunjukkan bahwa
b. Hltunngdrd |

Jawab.
a. (i) F Konservatif <

=
M=2xy?3 — i 6xy ° } oM _ JdN
N=1+3X2y3 => a_N — 6 X y3 » 2
0X
Jadi F Konservatif
(i) F=2xy3i +(1 + 3x2y2)}' - if +£} = Vf
0X oy
of of
— =2 . ——. i
X Xy~ . (1) 3y + 3x°y (2)
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Contoh (Lanjutan)

Dari (2) dan (4), diperoleh

%= 3x°y? +C'(y)=1+3x%y?
C'(y)=1
Cly)=y +C

Jadi fungsi potensialnya adalah f(x,y)=x°y’+y +C
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Contoh (Lanjutan)
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Jawab.

a. (i) F Konservatif <
oM

M=eXcosy+yz = Jy

N=xz — eXsiny = a—N
0X

P=xy = S
0X

Sehingga diperoleh, bahwa -

Jadi F Konservatif

d 0P _OM 3P AN
dy o o0z ' Jy . 9z
. BV 4
—e*siny + z Py
- N
—e*siny + z Al B
0Z
9P _
ay
oM 9N 9P _aM 3P _ aN
dy  ox ox 09z ' 9y oz
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of E
—=e"cosy +yz _
ox
of
_zxy

0Z =

Integralkan (1) %rhadap X, diperoleh™

f(x,y,z) = j(ex Cosy + yz)dx
f(x,y,z)=e*cosy +xyz+C(y,z) ... . (4)
Turunkan (4) terhadap vy, diperoleh

%=—ex siny +xz+C,(y,z) ... (5)
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Contoh (Lanjutan)

Dari (2) dan (5), diperoleh

y(ylz):O '
C(y,z)=C(z

(6)

Masukan (6) !?(4), diperoleh
f(x,y,z)=e*cosy + xyz+C(z) ... = )

Turunkan (7) terhadap z, diperoleh

i =S ) ...... . (8)
0z

Dari (3) dan (8), diperoleh
of \
a—zxy+C(z)=xy
C'(z)=0
C(z)=C ... . (9)
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Contoh (Lanjutan)

Masukan (9) ke (Z), diperoleh

f(x,y
Jadi fungsi pote
(1,0,1)§=
e \ g \ —
9 JI‘.(JF—J\ y+y}X+\X } + Xy d
C 0,0,0)

= f(1,0,1) - f(0,0,0) , f(x,y,z)=€e*cosy +xyz+C
:(e cos 0 +1.0. 1) (e°cosO+0)

—e -1
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Penyataan berikut ekivalen

1. F=vf untuk suatu f (F konser
2. jf:-df bebas li M.
3.§ﬁdf:o

-

v

Sudah
Jelas???
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Latihan

aft.

, tentukan f (F=¥r)
—ye")f+(2xey —e")}
2* i+ x*j+(2xz+ meosmz )k

“I"IIII"' A
4 “"'I!.I.Ilnlllll?t.
|

|

L] ‘HH.'-:" i_r'
[ I o il
PR\
k74

h

A

Tentukan apakah F konservatif? Jika
=" 4.
i 5

1. F= (10X—7y)?—(7x—2y)J
(12x + 3y’ +5y)1 (6xy 3y’ +5X)

R, F=
3. F )1 (8xcos(xy ))

=(4y cos(xy’
Hitung integral garis berikut:
3D (7.7,0)
6 J- (y2 +2xy)dx +(X2 +2xy)dy 9, j(cosx - 2yz)dx+ (siny+2xz)dy+(z+ 2xy)d
= e
7 j = siny)dx+(e" cosy)dy 10 j yzZ e"‘)dx+(xz+ey)dy+(xy
(0,0,0)
(0,0
(1,1,1)
3. j(6xy e )dx+(9x2y2)dy+ 4XZ+1) 11J 3x° —6yz)dx+ 2y+3xz)dy+(1 4xyz’ )dz
(0,0,0) C adalah ruas garis dari (0,0,0) ke (1,1,1)
KALKULUS LANJUT 25
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di bidang XOY.

mempunyai turtnan

a M(x,y) dan N

) kontinu dan

kontinu pada an batasnya C

maka = Vi
fMdx + N dy :”(aN_a ! \aa
Bukti. ¢ ¢\dx ady)
Perhatikan C=C,UC,UC;UC,
vt C3 y:f(x) S = {(X)y) | d S X S b’ g(X) S y S f(X)}
B fde=C1de+jde+Jde+jde
& Vet ffMdX_ M(x, g(x))dx + J' M(x,£(x))dx = { J' M(x,£(x))dx — J' M(x, g(x))dx}
a b ;§de__a ﬁ)aM(x P ﬁ)_dA
a g(x) a g(x)
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‘Sama halnya dengan

himpunan x sederhana,

5/12/2012
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Jawab.

(2,4) ke titik (O, O)

(2,4) dan segmen garis

ara, yaitu dengan

ngerjakan dengan

Akan kita coba meng
iasa dan teorema Green

Integral garis bia

—
r—
——

1. Integral garis
Untuk C,: (0,0) > (2,4) , berupa busur y = x2.

(2,4)

C,

(0,0)

5/12/2012

Persamaan parameter C;:

misalkan x =t > y = t2
x'(t)=1 y'(t)=2t 0< t <2

Sehingga
Iyzdx+4xy dy = T(tz)z dt + 4.tt2.2tdt = f(t +8f4)d
0

0
KALKULUS LANJUT
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Untuk C,: (2,4) 2 (0,0) (berupa
Persamaan parameter C,: misalkar
(x.v) = (2 Agf'(ﬂﬂ\-(')d\
\r7/ \<= 7 === \¥Yrv)J \<=r ')

(]

XxX=2-2t,y=4-4t —= x(O)=-2,y(t)=-4 0<t<1
Sehingga

garis)

[y?dx+4xy dy = [(4-at](-2)dt + 42 - 2t)4 - 4t)(- 4)at

O'—.H

1
= -[ (160 - 320t + 160t )dt
0
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Contoh (lanjutan)

1

= -[({160- 320t +160t7

1=Yal
Jalii,

jyzdx +4xy dy = jyzdx +4xy dy + jyzdx+ 4xy dy

288 160
5 3
o
15
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Contoh (Lanjutan)

2. Teorema Green. ==

vt §y2dx+
2 X
(0,0) > X 02
:j4x2 - x* dx
0
Dengan: 7 :ﬂx3—1x52 oLy OB 64
M=y2 :> W = 2)’ 3 5 0 3 5 15
N=4 yx = Sl 4y
0X

S={(x,y)] 0<x<2, x2<y<2X}
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J'i | atihan

F(x,y) = (sinx — y)i + (e’ x2)i dalar g erakkan suatu obyek
mengitari satu kaliEx = : iti

2. Hitung §2xydx+y ’
oleh y = x/2 da

3. Hitung §xyux+(x+'y)ayuci"ga
(0,0), (2,0), dan (0,1)

4. Hitung §(e +2y)dx + (x> +siny)dy dengan C persegipanjang yg titik
titik sudutnya (2,1), (6,1), (6,4) dan (2,4)

5. Hitung §(x2+4xy)dx+(2x2+3y)dy dengan C ellips

Ox2 + 16 y2 = 144

utup yang terbentuk
AN (412)

~~a LL II L:L: y 4 -~ 1 IAI IL
y LILIKTLILIK Sudul

= y2 antara (0,

v scyiltiga
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S
\/f2+f2+1 _\/f2+f2+1
X y X y

COSY, =

sec. =\/fx2 20l

ASr AT] = AR] secC ’YI . 9 9
AS, = luas G, dan AR = luas R, = AxAy,  Jadl AS, :\/fx +1, +1AR,

AT; = luas bidang singgung yang LuasPermukaan G adalah

terletak diatas R,

% = sudut antara R dan T, J.J.dS = ”\/f2 +f +1dA
G R
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y?2 dibawah bidang z=4

ksud diproyeksikan
pada daerah S ah yang dibatasi
oleh lingkaran =4).

Misalkan f(x,y)=xf:i-y2. Maka didapat

fo=2x, f,=2y

Sehingga luas permukaan G adalah

[[ds=[[JF>+£>+1dA=[[Jax> +4y* +1 dA
S

G S

dengan S={(x,y)| -2< x < 2,
—V4-Xx’<y< J4-x* }

Bagian G yan"
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fz Contoh (Lanjutan)

gj‘\Mr +1 rdrdeé

=f1.3(4r2+1)3”2 de
183

0

o0 |

(17J_ 1).67" = (175 w
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Latihan Luas Permukaan

1. Hitung luas permukaan G : + y2 dibawah bidang 3
z =4 :

yang tepat berada

2. Hitung luas per
' jut (12097(2,0),

di atas persegl I

£ 1) (17

3. Hitung luas perr x2 = 16 di oktan
I yang dlpotom_; oleh bldang X =25 - 1 y =3

4, Hitung luas permukaan G : silinder z2 + y2 = 9 di oktan I

antaray =X, y = 3X
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Integral Permukaan

permukaan G
ukaan G berupa grafik

(XIYIZ) - f(XIY) e
yeksi G pada bidang

= Misalkan g(x,y,z) terdefinisi pada
_Misalkan pe

-Misalkan
XOY
-Partisi R menjadi

=
=
= =
F
1

bagian; Ry, R,,...,R;

: -Dilih n ,1' e
id rinnni \A,y)CL\uau\A,y,L)cu
24 (partisi G yang bersesuaian dgn R)
-Bentuk jumlah riemann

Zg(x ,¥.,Z.)AG,, dengan AG, =luasG,

Integral permukaan dari g atas G
adalah -”g(x y,z)dS = 11mZg(X Y.,z,)AG,

atau _”g(x y,z)dS = ”g(x y,z) yJf; +f +1 dA
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Integral Permukaan (2)

1. a permuka B a grafi f(y,z), (y,z)e R

Jika permUI@an L: berupa granK i(Xx,z), (X,2)e R
(Proyeksi G pada bidang X0Z), maka

N)

”g(x, y,z)dS = ”g(x,f(x, 7),Z) \/fz +1+f° dA
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Contoh

Jawab.

Z—i4 - x° 3
G bagian atas kulit bola dengan jari-jari 2.

R (proyeksi G pada XOY) berupa lingkaran
X?+y2=4,

Kita punya z=,4-x2-y> , maka

R RIS O R
% 4_X2_y2
f=Ltlaoxe )iy
A= Va-x*-y?
2 2 X* y* 4-x° -y’ 4
f, +F, +1:4—x2— 2+4_X2_ T e s
5/12/2012 4 4 4 f
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IszdS=2jR'[dA

=2”rdrd6?=87c
00
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Latihan Integral Permukaan

2. Hitung [[e®, y,z>ds____.:'

a. g(x,yfz) = ';" + z , dengan G: X+y+1, 0<x<1, 0<y<1
b. g(X,¥%,2) = X ,-?:Fengan G: x+y+2z = ' 0<x<1, O<y<1

c. g(x,v,z) = X+y , dengan G: Z =+v4 - x* , 0<x<V3, O<y<1

d. g(x,y,2) =\/4x2 +4y? +1 dengan G: z =x2-y2, 0<x2+y2<1

e. g(x,y,z) = X + y, dengan G adalah permukaan kubus,
0<x<1, 0<y<1, 0<z<1
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