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PENELITIAN OPERASIONAL – 1

Pokok Bahasan :

1. Pengantar

2. Pemrograman Linier

3. Penyelesaian Pemrograman Linier dengan metode Simpleks
4. Revised Simplex
5. Teori Dualitas

6. Analisis Sensitivitas

7. Masalah Transportasi 

8. Masalah Penugasan

Referrence :

BAB I

PENGANTAR


· PENGERTIAN PENELITIAN OPERASIONAL (Operation Research)

· Pendekatan ilmiah untuk memecahkan masalah dalam kegiatan operasional sehingga ditemukan solusi optimal

· Penelitian(riset) untuk mengalokasikan sumbert daya yang terbatas sehingga tercapai tujuan secara optimal

· Pengambilan keputusan optimal melalui penyusunan model dari sistem deterministik maupun probabilistik dari kehidupan nyata

· SEJARAH DAN PERKEMBANGAN  PENELITIAN OPERASIONAL

· Perang Dunia II : militer Inggris berhasil menyusun strategi untuk mengalokasikan sumber daya terbatas (seperti senjata, logistik) dengan pendekatan ilmiah , sehingga muncul (Millitary) Operation Research

· Angkatan Perang Amerika melakukan aktivitas serupa dan membentuk team Operation Research

· Setelah PD II berkembang pesat di Amerika terutama di industri

· Saat ini telah diaplikasikan di seluruh kegiatan: rumah sakit, perencanaan kota, bisnis lainnya.

· Pendekatan ilmiah yang menggunakan teknik dan algoritma matematik untuk memecahkan permasalahan dan pengambilan keputusan.

· Perkembangan alat-alat OR ;

· Linear Programming : simplek, transportasi, penugasan dll.

· Dinamic Programing

· Queing Theory

· Inventory Theory

BAB II

PEMROGRAMAN LINIER


· PENGERTIAN LINIER PROGRAMMING

· Merupakan salah satu teknik OR yang paling luas penggunaanya.

· Merupakan model matematika yang digunakan untuk mengoptimalkan penggunaan  sumber daya terbatas untuk mencapai tujuan

· Model LP disusun atas 3 elemen :

· Variabel keputusan : merupakan variabel yang akan dicari

· Tujuan : merupakan kondisi optimum yang akan dicapai

· Kendala : batasan yang harus dipenuhi

· Ketiga elemen tersebut akan disusun dalam bentuk model matematika  linier :

· Persamaan fungsi tujuan

· Persamaan fungsi kendala

· MODEL LINIER PROGRAMMING ( LP )

· Simbol dan penyederhanaan dalam tabulasi masalah :


	Aktivitas

Sumber
	Penggunaan sumber/kegiatan

1                     2                     n 
	Sumber yang tersedia

	1

2

.

.

m
	a11                         a12  …          a1n

a21                a22                       a2n

am1               am2                         amn
	b1

b2

.

bm

	(Z/unit

Tingkat kegiatan
	c1                 c2                           cn
x1                 x2                           xn
	


· Formulasi matematika untuk bentuk baku  model LP

a.  Fungsi tujuan :





n



Maksimumkan Z  =   (   Cj Xj   atau




             j=1  
      
Maks 
Z  =  C1 X1 + C2 X2 + …. + CnXn 

b.  Fungsi kendala

a11 x 1 + a12 x 2 + …+ a1n x n   <    b1

a21 x 1 + a22 x 2 + …+ a2n x n   <    b2

am1 x 1 + am2 x 2 + …+ amn x n   <    bm  dan

x 1, x 2 , x n  >  0

ASUMSI  MODEL LP

1. Proportionality 

Naik turunya nilai Z dan penggunaan sumber daya (aij) yang tersedia akan berubah secara sebanding (proportional) dengan perubahan tingkat kegiatan (xij)

2. Additivity

Nilai fungsi tujuan dari tiap kegiatan  tidak saling mempengaruhi, atau dianggap bahwa kenaikan dari nilai tujuan yang diakibatkan oleh kenaikan suatu kegiatan dapat ditambahkan tanpa mempengaruhi bagian nilai z yang diperoleh dari kegiatan lain. 

3. Divisibility

Nilai solusi dari variable keputusan dari setiap kegiatan dapat berupa bilangan pecahan (non integer)

4. Deterministic

Semua parameter model LP ( aij, bi, , cj) adalah konstanta yang dapat diketahui dengan pasti meskipun jarang dapat dipenuhi dengan tepat.

Beberapa terminologi dalam LP :

1. Solusi layak (feasible solution)

Adalah solusi yang memenuhi seluruh fungsi kendala pada masalah LP

2. Solusi optimum

Merupakan nilai terbaik bagi fungsi tujuan yang terdapat pada daerah solusi layak, umumnya hanya terdapat satu solusi optimum.

PENYELESAIAN DENGAN METODE GRAFIS

· Masalah LP diilustrasikan dan dipecahkan dengan metode grafik, jika model tersebut hanya memiliki dua variabel keputusan

· Langkah penyelesaian :

1. Gambarkan fungsi kendala dalam bentuk persamaan pada sumbu Cartesius

2. Tentukan daerah solusi layak (feasible solution) dengan memperhatikan tanda ketidaksamaan  fungsi kendala.

3. Gambarkan fungsi tujuan,  geser garis tsb ke lokasi titik solusi yang optimal 

4. Selesaikan persamaan-persamaan pada titik solusi untuk menentukan solusi optimal  

Contoh kasus khusus :

1. Solusi tidak layak 

jika tidak ada satu titikpun yang memenuhi fungsi kendala, 

contoh : 

 Max Z     =
 5 x1  +   3 x2
 
                 Terhadap : 

4  x1   +  2 x2    <    8






    x1   

 >    3

               



    x2   

 >    3

    x1,  x2  
 >    0

2.
Solusi optimum lebih dari satu (multiple optimum solution)

jika fungsi tujuan sejajar dengan fungsi kendala yang menghubungkan titik ekstrem

contoh :

Max Z     =
 4 x1  +   4 x2
 
                 Terhadap : 

   x1   +   6 x2    <    10






 6 x1   +  6 x2    <    36                  



    



    x1   

 <    4

    x1,  x2  
 >    0

3. Tidak memiliki solusi optimum


Dapat terjadi jika :


a.  Solusi layak tidak terbentuk

b.  Fungsi kendala tidak dapat membatasi  peningkatan nilai fungsi tujuan baik kearah positif maupun negatif. 

· PENYELESAIAN MODEL LP

· Langkah penyelesaian secara umum:
1. Identifikasi variabel keputusan, variabel kriteria dan parameter

2. Formulasikan persamaan linier dari fungsi tujuan

3. Formulasikan persamaan linier dari fungsi kendala

4. Selesaikan permasalahan LP dengan mencari solusi optimal
· Bentuk penyelesaian model LP :
1. Metode Grafik

2.
Metode Simplek

BAB III

LINIER PROGRAMMING :

METODE SIMPLEKS 


· Penyelesaian masalah LP dengan metode simplek harus menggunakan bentuk standar, yaitu bentuk formulasi yang memiliki sifat sbb :

1. Seluruh fungsi kendala harus berbetuk persamaan ( bertanda =  ), dengan ruas kanan non negatif.

2. Seluruh variable harus merupakan variable non negatif 

3. Setiap fungsi kendala harus diwakili oleh satu variabel basis awal.  Variabel basis awal menunjukkan status sumber daya pada kondisi sebelum ada aktivitas (x1, ...xn bernilai nol)
4. Fungsi tujuan dapat berupa maksimasi atau minimasi.

· Cara merubah formulasi yang belum standar ke dalam bentuk standar penyelesaian simpleks sbb :

1. Fungsi kendala (constraint)

a. Kendala bertanda < atau bertanda > diubah menjadi persamaan dengan  menambah atau mengurangi  dengan suatu variable Slack atau Surplus pada ruas kiri fungsi kendala.

Contoh :  x1   +   6 x2    <    10
Diubah menjadi :  x1   +   6 x2  + S1  =    10


S1 > 0 , menyatakan sumber yang tidak terpakai

Contoh :  3x1   +  2x2 - 3x3    >    5
Diubah menjadi :  3x1   +  2x2  -  3x3  +   S2 = 5    


S2  >  0 , merupakan variable surplus

b. Ruas kanan bertanda negatif diubah menjadi positif dengan mengalikan kedua ruas dengan –1

c. Arah ketidaksamaan dapat berubah jika kedua ruas dikalikan –1
2. Variabel.

Jika variable xj tidak terbatas dalam tanda dapat dinyatakan sebagai dua variable non negatif dengan menggunakan subsitusi.

 xj =  xj‘  -   xj”   

dimana xj‘  dan    xj” > 0 

Subsitusi dilakukan pada seluruh fungsi kendala dan fungsi tujuan .
PENYELESAIAN METODE SIMPLEK

· Metode simpleks merupakan prosedur aljabar yang bersifat iteratif yang bergerak dengan mengikuti algoritma tertentu

· Prosedur mengikuti langkah :

1. Inisialisasi  : mulai dari suatu titik ekstrem (0,0) untuk variabel keputusan
2. Iteratif : bergerak menuju titik ekstrem terdekat yang lebih baik, dan ulangi untuk titik ekstrim lain.

3. Berhenti : jika telah sampai pada titik ekstrim terbaik (titik optimum)

· Identifikasi ruang solusi dengan cara merubah sebanyak (n-m) variable menjadi nol sehingga disebut sebagai variable non basis (NBV), dan variable yang bukan bernilai nol disebut variable basis (BV).

· Algoritma simplek :

1. Gunakan bentuk standar dengan mengubah fungsi kendala ke dalam bentuk persamaan.

2. Ubah fungsi tujuan ke dalam bentuk implisit
3. Buat Tabel simplek awal, dan tentukan BV
4. Masukkan semua nilai pada fungsi tujuan dan kendala ke dalam tabel simplek

5. Tentukan kolom kunci  untuk memilih variable basis yang baru (entering variable). Kolom kunci adalah kolom pada baris Z yang memiliki koefisien negatif terbesar untuk kasus maksimasi, sedang untuk kasusu minimasi adalah yang memiliki koefisien positif terbesar.
6. Tentukan baris kunci  untuk menentukan variabel yang akan keluar dari baris kunci (leaving variable).  Kiteria baris kunci adalah  :

Nilai positif terkecil   dari : nilai kanan/ nilai pada kolom kunci
7. Susun table simpleks baru

8. Ubah nilai pada baris kunci yang baru :

Nilai baris kunci baru  = nilai baris kunci yang lama/ angka kunci 


Angka kunci : nilai pada perpotongan baris kunci dan kolom kunci
9. Ubah nilai pada baris selain baris kunci

Nilai baris baru = nilai baris lama dikurangi dengan hasil perkalian angka pada kolom kunci dengan baris kunci yang baru  

10. Ulangi langkah diatas sampai tidak terdapat nilai negatif pada baris Z.

11. Iterasi berhenti jika tabel sudah optimal  dimana semua nilai-nilai  pada baris Z bernilai positif atau nol untuk maksimasi, sedang untuk kasus minimasi kondisi optimal dicapai jika semua koefisien baris Z bernilai negatif atau nol
Bentuk masalah dalam metode Simpleks

A. PROBLEM MAKSIMASI

B. PROBLEM MINIMASI

C. KENDALA CAMPURAN

Pada kasus minimasi dapat diselesaikan dengan dua cara yang sama :

1.  Mengubah fungsi tujuan menjadi maksimasi

2.  Menggunakan algoritma simpleks, dengan menyesuaikan pemilihan EV dengan nilai positif terbesar, dan solusi sudah optimal pada saat tidak terdapat nilai positif pada baris Z
TEKNIK VARIABEL ARTIFICIAL

· Untuk kasus dengan fungsi kendala  bertanda  =  dan  >  ditambahkan variable dummy (palsu) yang disebut variable artificial, sehingga terbentuk daerah solusi awal.
Jika bertanda = , daerah layaknya hanya berupa garis, tidak ada variabel slack yang dapat dijadikan sebagai BV sehingga perlu ditambahkan variabel artificial
Jika bertanda > , nilai kanan menjadi negatif maka tidak ada solusi layak, sehingga perlu ditambahkan variabel artificial
· Pada akhirnya iterasi metode simpleks akan secara otomatis menjadikan variabel artifisial tidak akan muncul lagi (berharga nol),  pada akhir solusi.  Jadi variabel artificial hanya untuk memulai sehingga terbentuk daerah solusi dan pada akhirnya akan dihilangkan pada saat penyelesaiaan.
· Penambahan variable artificial  mengakibatkan adanya penalty M (M bilangan positif yang sangat besar) pada setiap variable  artificial dalam fungsi tujuannya.
· Ada 2 teknik penyelesaian untuk kasus dengan variable artificial yaitu (1) teknik M dan (2) teknik dua fase.
TEKNIK M (metode penalty)

· Pada fungsi kendala yang tidak memiliki variabel slack, ditambahkan variabel artificial, dan juga mengakibatkan penambahan variabel articial pada fungsi tujuan. Jika kasus maksimasi, maka variabel buatan pada fungsi tujuan memiliki koefisien +M, sedang pada kasus minimasi mempunyai koefisien –M
· Pada metode Big M diupayakan untuk menghilangkan koefisien +M atau –M dalam fungsi tujuan. Menghilangkan penalty M pada baris Z dengan metode big M, akan memaksa variable basis bernilai 0 pada baris Z.
· Untuk merubah, terdapat dua cara :

1. Fungsi tujuan dikurangi dengan fungsi kendala yang mengandung variable artificial sehingga koefisien M pada fungsi tujuan menjadi nol.

2.  Subsitusi variabel artificial pada fungsi tujuan dengan nilai yang diperoleh dari fungsi kendala yang mengandung variabel artificial.

· Variabel basis awal adalah variable slack dan variabel buatan, sehingga semua jumlah variabel basis awal sama dengan jumlah fungsi kendala
PRINSIP PERUBAHAN PADA PENYELESAIAN SIMPLEK

· Tanda Fungsi Kendala  :

1. jika      >
diubah  menjadi  =   , tambahkan variable Slack (Si)

2. jika      <
diubah  menjadi  =   ,  kurangi variabel Surplus (Si) dan 

tambahkan variable artificial  (Ai)

 3. jika      =      diubah  dengan menambahkan variable  artificial  (Ai)

· Koefisien variabel tambahan pada fungsi tujuan,  untuk variabel tambahan berupa :

1. Slack (Si)  bernilai 0, untuk kasus Maksimasi/Minimasi

2. Surplus (Si)  bernilai 0 ,untuk  kasus Maksimasi/Minimasi

3. Artificial  (Ai)  bernilai - M untuk Maksimasi  dan

Bernilai + M untuk Minimasi

	Tanda  F.Kendala
	Perubahan fungsi kendala
	Perubahan fungsi tujuan

	
	
	Maksimasi
	Minimasi

	=
	Tambahkan  var. Artificial  (Ai)
	- M
	+ M

	<
	Tambahkan  var. Slack  (Si)
	0
	0

	>
	Kurangi var. Surplus (Si) dan

Tambahkan  Artificial  (Ai)
	0

- M
	0

+ M


Ringkasan perubahan untuk penyelesaian simpleks

METODE DUA FASE

· Digunakan jika variabel basis awal terdiri atas variabel artificial.

· Proses optimasi dilakukan dua tahap, tahap pertama optimasi untuk variabel artificial, tahap kedua adalah optimasi untuk variabel keputusan.  
Fase 1 :

· Pada fase ini fungsi tujuan diganti dengan meminimumkan jumlah variabel artificialnya. Karena variabel artificial sebenarnya tidak ada (hanya diatas kertas) maka tahap pertama dilakukan untuk memaksa variabel artificial  bernilai nol
· Setelah variabel artificial disubsitusi dengan fungsi kendala yang memiliki variabel artificial maka dilanjutkan dengan algoritma simplek untuk kasus minimasi.  

· Jika nilai kanan pada baris varibel artificial bernilai nol, maka masalah tersebut memiliki solusi layak dan dilanjutkan ke fase 2, tapi jika bernilai positif maka tidak ada solusi layak.

Fase 2 :

· Solusi pada fase 1 digunakan sebagai solusi awal dari bentuk standar awal

· Ubah nilai fungsi tujuan semula dengan mensubsitusikan nilai variabel yang diperoleh dari solusi pada fase pertama.

· Gunakan algortima simpleks sesuai kasus.
BENTUK KHUSUS ALGORITMA SIMPLEKS
1. Degenerasi
· Kasus ini terjadi jika salah satu variabel basis berharga nol pada iterasi selanjutnya, sehingga iterasi yang dilakukan akan menjadi suatu loops yang akan kembali ke bentuk sebelumnya.
· Degenerasi dapat bersifat temporer (sementara), sehingga jika iterasi dilanjutkan maka degenerasi itu menghilang.

2. Solusi optimum banyak

· Kasus ini terjadi bila masalah LP memiliki lebih dari satu solusi optimum.  Hal ini ditandai jika fungsi tujuan sejajar dengan fungsi kendala.  Pada tabel simpleks hal ini ditandai dengan paling sedikit satu variabel basis pada baris Z bernilai nol. 

· Solusi optimum yang lain dapat dicari dengan cara melanjutkan iterasi denga  memilih variabel non basis bernilai nol menjadi entering variabel, dan memberikan nilai Z yang sama
3.  Solusi tidak terbatas

· Kasus ini terjadi jika ruang solusi tidak terhingga (nilai fungsi tujuan meningkat untuk maksimasi atau menurun untuk minimasi secara tidak terbatas)
BAB IV

SIMPLEKS YANG DIREVISI 

(Revised Simplex)


Tujuan mempelajari bab ini :

1.  Mampu menyelesaiakn permasalahan LP menggunakan metode simpleks yang direvisi

2.  Memahami efisiensi perhitungan dengan menggunakan metode simpleks yang direvisi

Iterasi yang dilakukan pada metode simpleks membutuhkan waktu relatif lama dan kompleks.  Alternatif untuk mencapai efisiensi waktupenyelesaian adalah dengan metode revised simplex, yaitu menggunakan matriks yang direvisi.

LP dalam bentuk standar matriks

Bentuk baku LP,  dalam bentuk matriks adalah :

Maks/Min 
Z = CX

Terhadap 
(A, I) X  = b




 X >   0

Dimana :  

C : vektor baris  yan berisi koefisien variabel keputusan pada fungsi tujuan

C
= ( c1 , c2, ... cn)

X : vektor kolom, dengan anggota semua variabel basis maupun non basis

A : matriks dengan anggota koefisien variabel  keputusan pada fungsi kendala

I   : matrik identitas dengan anggota koefisien variabel slack,surplus, artificial pada fungsi kendala

B  : vektor kolom yang berisi nilai kanan dari fungsi kendala

· Vektor X selanjutnya kita partisi menjadi XI  yang berisi non basis variabel,  dan  XII  berisi variabel basis

· Vektor C selanjutnya kita partisi menjadi CI  yang berisi koefisien non basis variabel,  dan  CII  berisi koefisien variabel basis

· Matriks A salanjutnya kita partisi menjadi vektor kolom P1, P2 ....Pn
Bentuk Umum Iterasi simpleks, dalam bentuk matriks 

	Variabel Basis
	XI                                    XII
	Solusi (nilai kanan)

	Z
	CBB-1A - CI             CBB-1 - CII
	CBB-1b

	XB
	B-1A                     B-1
	B-1b                     


Langkah penyelesaian 

1.  Identifikasi vektor dan matriks yang diperlukan yaitu   
XI ,  XII = XB ’ 

CI ,  CII = CB 

A  ,  P1 , ...Pn

I  =  B-1
2.  Tentukan vektor masuk (Pj)  dan periksa kondisi optimum dengan langkah :

a.  Hitung Y = CBB-1
b.  Hitung untuk setiap vektor Pj non basis nilai dari : Zj – Cj = YPj - Cj
c.  Periksa kondisi optimum
untuk maksimasi Zj – Cj > 0,

untuk minimasi   Zj – Cj < 0

d.  Jika sudah optimum maka solusi optimum adalah : XB =   B-1b dan Z = CBXB                     

e.  Jika belum optimum , maka vektor keluar adalah vektor dengan 

nilai Zj – Cj negatif terbesar untuk maksimasi dan

nilai Zj – Cj positif terbesar untuk minimasi

3.  Tentukan vektor keluar (Pr), untuk vektor masuk yang sudah ditentukan pada langkah sebelumnya  dan periksa kondisi optimum dengan langkah hitung:


a.   Nilai variabel basis saat itu : XB =   B-1b 
b.   Koefisien pembatas variabel masuk : aj = B-1Pj 
c.    Vektor keluar untuk maksimasi maupun minimasi adalah  nilai minimum dari :



( B-1b )k    , dimana   aj k > 0


  aj k

dimana ( B-1b )k    dan aj k  adalah elemen ke – k dari B-1b dan aj 

Jika semua aj k < 0 , maka permasalahan mempunyai solusi tidak terbatas

4.  Penentuan basis berikutnya 


B-1 next  =  E B-1

E adalah matriks identitas awal (B-1 awal)  dengan elemen kolom Pr  diganti dengan nilai  : 




  - aj 1  /  aj r                                  nilai +1 untuk elemen bernilai minimum      




     
.                                      urutan mengikuti urutan vektor aj k




.


E   =
  +1  /  aj r





.




  
.




 - aj m  /  aj r

5.  Kembali ke langkah 2, berhenti jika sudah optimum

BAB V

TEORI DUALITAS 


· Teori dualitas  merupakan suatu konsep programa linier yang penting.

· Latar belakang teori dualitas adalah setiap program linier mempunyai program linier lain yang saling berkaitan yang disebut “dual”.

· Solusi pada persoalan semula (yang disebut “primal”) juga memberikan soluysi pada bentuk dualnya.

· Pendefinisian dual ini bergantung pada jenis pembatas, tanda-tanda variable dan bentuk optimasi dari persoalan primalnya.

·  Bentuk umum masalah primal-dual adalah sbb: 

PRIMAL 



       

           n




Maksimumkan Z  =   (  cj xj ,  

dimana j= 1,2,3,…n



                        j =1
      




 m
Dengan pembatas :  
(  a ij xj  < b i  
              dimana i = 1,2,3,…m
i=1






xj   >  0 

DUAL

 



         m


Minimumkan Z  =   (  bi yi ,  






                       i =1
      




 n

Dengan pembatas :  
(  a ij yi  < cj  
              

i=1






yj   >  0
· Jika dibandingkan kedua bentuk diatas , terdapat korespondensi antara primal dan dual sbb:

1. Koefisien fungsi tujuan primal menjadi konstanta ruas  kanan bagi dual, sedangkan konstanta ruas kanan primal menjadi koefisien fungsi tujuan bagi dual.

2. Untuk setiap pembatas primal ada satu variable dual,dan untuk setiap variable primal ada satu pembatas dual.

3. Tanda ketidaksamaan pada pembatas akan bergantung pada fungsi tujuannya.

4. Fungsi tujuan berubah bentuk (maksimasi menjadi minimasi dan sebaliknya)

5. Setiap kolom pada primal berkorespondensi dengan baris (pembatas) pada dual.

6. Setiap baris (pembatas) pada primal berkorespondensi dengan kolom pada dual.

7. Dual dari dual adalah primal.

Defenisi dual adalah sebagai berikut :

1. Berdasarkan fungsi tujuan

Fungsi tujuan dual adalah minimasi jika fungsi tujuan primalnya maksimasi, dan sebaliknya.

2. Berdasarkan jenis pembatas

Pembatas dual akan berjenis ( < ) jika fungsi tujuannya maksimasi, dan berjenis  ( >) jika fungsi tujuannya minimasi.

3. Berdasarkan tanda-tanda variable

Variabel-variabel dual akan tidak terbatas dalam tanda karena pembatas primalnya merupakan persamaan (bertanda = sebagai akibat bentuk standar), kecuali jika didominasi oleh variable bertanda (< ) atau( >).

ANALISIS SENSITIVITAS
· Analisis yang dilakukan untuk mengetahui akibat dari perubahan yang terjadi pada parameter LP terhadap solusi optimal yang telah dicapai

Contoh :  Maksimumkan Z = 3X1 + 2X2


Berdasarkan  :





2X1 +  X2  <  100





  X1 +  X2  <    80





  
X1  <    40





       X1, X2  >  0

Solusi optimal adalah X1 = 20,  X2 = 60 dan nilai Z = 180  
Apa yang terjadi jika  koefisien fungsi tujuan atau ruas kanan berubah ?

Apakah perubahan ini akan merubah solusi optimal? 
· Analisis kepekaan dapat diilustrasikan dengan grafik (untuk 1 dan 2 variabel) dan tabel simpleks (lebih dari 2 variabel)
· Ada 6 perubahan (analisis kepekaan) dengan tabel simpleks :

1.  Perubahan koefisien fungsi tujuan untuk Variabel Non Basis (NBV)

2.  Perubahan koefisien fungsi tujuan untuk Variabel Basis (BV)

3.  Perubahan pada ruas kanan  pada fungsi kendala

4.  Perubahan kolom untuk Variabel Non Basis (NBV)
5.  Penambahan suatu variabel baru  atau aktivitas baru

6.  Penambahan fungsi kendala baru

Contoh  :


Maksimumkan Z = 60X1 + 30 X2 + 20 X3


Berdasarkan  :





8X1 +  6X2  +  X3           <  48




 4X1 +  2X2 +  1,5 X3     <   20





 2X1 +  1,5X2 +  0,5 X3  <     8





  
X1, X2 ,X3           >    0
Tabel optimal adalah : 

	BV
	Z
	X1
	X2
	X3
	S1
	S2
	S3
	Solusi

	Z
	1
	0
	5
	0
	0
	10
	0
	280

	S1
	0
	0
	-2
	0
	1
	2
	-8
	24

	X3
	0
	0
	-2
	1
	0
	2
	-4
	8

	X1
	0
	1
	1,25
	0
	0
	-0,5
	1,5
	2


Variabel Basis 

(BV)  : ( S1, X3, X1 )
Variabel Non Basis      ( NBV)  :  ( X2, S2 , S3)
1.  Perubahan koefisien fungsi tujuan untuk Variabel Non Basis (NBV)  

· Terjadi jika adanya perubahan kontribusi keuntungan atau kontribusi biaya
· Jika C2 berubah sebesar ( , bagaimana pengaruhnya terhadap solusi optimal?, Harga-harga C2 mana yang menyebabkan BV tetap optimal?

· Perubahan C2 ( koefisien NBV) maka hanya merubah nilai X2, dan haya mempengaruhi baris Z
·  Basis Variabel akan tetap optimal jika C2 >    0

	Variabel Basis
	XI                                    XII
	Solusi (nilai kanan)

	Z
	CBB-1A - CI             CBB-1 - CII
	CBB-1b

	XB
	B-1A                     B-1
	B-1b                     


· Hitung  CBB-1A - CI






  1
2
-8
  



· Hitung CBB-1  =       [ 0  20  60 ] 
   0
2
-4
=  [ 0  10  10 ]





   0   -0,5       -1,5






6

C2  =  [ 0  10  10 ]        2       -  (30 + () = 35 -30 - ( = 5 - (



1,5  

5 - (   >    0
Maka C2 dapat berubah jika naik atau turun sebesar 5, sehingga solusi yang ada tetap optimal

                                                                                          BAB VI
MODEL TRANSPORTASI


· MASALAH TRANSPORTASI

· Merupakan masalah pendistribusian suatu produk/barang dari sejumlah sumber (supply) ke sejumlah tujuan (demand), untuk meminimumkan biaya transportasi.

· Merupakan bentuk khusus dari masalah linier programming, dengan kekhususan :

· Jumlah kendala dan variabel sangat banyak

· Kebanyakan koefisien  a ij bernilai nol

· Ciri-ciri khusus masalah transportasi :

1. Terdapat sejumlah sumber (Si) dan sejumlah tujuan (Dj)

2. Jumlah produk/barang yang didistribusikan  dari sumber ke-i  sesuai dengan kebutuhan tujuan ke-j adalah sebanyak ( X ij )

3. Produk/barang yang diangkut dari suatu sumber ke suatu tujuan sesuai dengan permintaan tujuan (b j ) dan sesuai dengan kapasitas sumber (a i ) 

4. Biaya transportasi produk dari suatu sumber-i ke suatu tujuan-j sebesar dapat dihitung ( C ij )   

Gambaran Umum Model Transportasi




Sumber (Supply; Si)


Tujuan
(Demand; Dj)

C 11  : X 11 


b1 



a1                
















b2












a2









b3
Secara matematis , formulasi program liniernya dapat dinyatakan sebagai berikut :





        m
    n




Minimumkan Z  =   (   (  Cij Xij , 




                     i=1   j =1
      




m
Dengan pembatas :  
(   Xij  = a i 
i = 1,2,3,…m  (supply sumber ke-i)
i=1

 n
(   Xij  = bj ,
j= 1,2,3,…n (permintaan tujuan ke-j)





 j=1





Xij   >  0 untuk seluruh i dan j

Dimana :  

a i ,
(i = 1,2,3,…m )  : menunjukkan supply pada  sumber ke-i

bj  ,
(j= 1,2,3,…n )     : menunjukkan permintaan pada tujuan ke-j

Cij ,     : menunjukkan biaya angkut per unit  dari sumber ke-i menuju tujuan ke-j

Xij      : menunjukkan jumlah yang diangkut dari sumber ke-i menuju tujuan ke-j 

A. Penyelesaian dengan metode simplek

Formulasi program linier dari gambaran umum diatas adalah :

Minimumkan : Z  =  C11 X11 + C12 X12 + C13 X13 + C21X21 + C22X22 + C23X23
Dengan pembatas : 

 X11 +  X12 + X13 =  a1                pembatas sumber
 X21 + X22 + X23  =  a2
X11 +  X21  =  b1
X12 + X22   =  b2                               pembatas tujuan
X13 + X23   =  b3
X11,  X12, .... X23   >  0
Contoh : 

Perusahaan MG Auto Company  memiliki 3 pabrik mobil di Los Angeles, Detroit dan New Orleans.  Pusat distribusi berlokasi di Denver dan Miami.  Kapasitas ke tiga pabrik secara berturut-turut 1000, 1500 dan 1200 mobil, sedang permintaan pada pusat distribusi sebesar 2300 dan 1400 mobil.  Biaya transportasi dari pabrik ke pusat distribusi disajikan pada Tabel berikut :

	
	Denver
	Miami

	Los Angeles
	80
	215

	Detroit
	100
	108

	New Orleans
	102
	68


Formulasi program linier dari kasus  diatas adalah :

Minimumkan : Z  =  80 X11 + 215 X12 + + 100X21 + 108X22 +  102 X31 + 68 X32 
Dengan pembatas : 

 X11 +  X12    =  1000                                   pembatas pabrik
 X21 + X22       =  1500
 X31 + X32       =  1200

X11 +  X21 + X31      =  2300
X12 +  X22 + X32        =  1400                     pembatas pusat distribusi
X11,  X12, .... X32   >  0
B. Penyelesaian dengan algoritma transportasi

· Masalah transportasi disusun dalam Tabel Transportasi

Tabel. Algoritma Transportasi

	Tujuan ( j )

Sumber (i )
	Kota

1
	Kota

2
	Kota

3
	Supply

	Gudang 1
	
	
	
	a1

	Gudang 2
	
	
	
	a2

	Demand
	b1
	b2
	b3
	


· Bentuk permasalahan transportasi  :

1. Balanced :  terdapat keseimbangan  total supply dengan total demand

Dengan  formulasi matematika sbb:
m

n
(      ai        =    (   bj


 i =1

j =1
Tabel Transportasi “Balanced”

	 
	Tujuan 
	Supply

	Sumber
	Denver
	Miami
	 

	 
	80
	215
	 

	Los Angeles
	 X11
	  X12
	1000

	 
	100
	108
	 

	Detroit
	  X21
	 X22
	1500

	 
	102
	68
	 

	New Orleans
	 X31
	 X32
	1200

	Demand
	2300
	1400
	3700


2. Unbalanced : jka total supply  tidak sama dengan total demand

· Jika jumlah supply melebihi jumlah demand  maka dibuat suatu tujuan dummy (kolom dummy) untuk menyerap kelebihan supply

· Jika jumlah demand melebihi jumlah supply  maka dibuat suatu sumber dummy (baris dummy) untuk memasok kekurangan demand

· Biaya transportasi per unit dari sumber dummy ke seluruh tujuan adalah nol, demikian juga biaya transportasi dari semua sumber ke tujuan dummy adalah nol  karena pada kenyataannya tidak terjadi pengiriman

Tabel Transportasi “Unbalanced”

	 
	Tujuan 
	Supply

	Sumber
	Denver
	Miami
	Dummy
	 

	 
	80
	215
	0
	 

	Los Angeles
	 
	 
	 
	1000

	 
	100
	108
	0
	 

	Detroit
	 
	 
	 
	1500

	 
	102
	68
	0
	 

	New Orleans
	 
	 
	 
	1200

	Demand
	1900
	1400
	400
	3700


Suuply > demand : 3700-3300 = 400 ditempatkan pada kolom dummy
· Jika pada suatu masalah transportasi dinyatakan bahwa pada sumber ke- i tidak boleh ada pengiriman ke tujuan ke-j maka biaya transportasi dinyatakan dengan suatu harga positif yang besarnya tidak terhingga ( M )

	 
	Tujuan 
	Supply

	Sumber
	Denver
	Miami
	 

	 
	M
	215
	 

	Los Angeles
	 X11
	  X12
	1000

	 
	100
	108
	 

	Detroit
	  X21
	 X22
	1500

	 
	102
	M
	 

	New Orleans
	 X31
	 X32
	1200

	Demand
	2300
	1400
	 


· Secara umum metode penyelesaian masalah transportasi mengikuti langkah :

1. Tentukan solusi layak awal

2. Tentukan entering variable dari variable non basis (sel kosong), jika semua variable sudah optimum, STOP, jika belum lanjutkan langkah 3

3. Tentukan leaving variable diantara variable basis (sel terisi) yang ada, kemudian hitung solusi baru dan kembali ke langkah 2.

B.1.  Menentukan solusi layak awal


Metode yang biasa digunakan untuk mementukan solusi  layak awal :

a.  Metode Sudut Barat Laut (northwest corner) ; metode pojok kiri atas  menuju kanan bawah , dengan cara :

1. Mulai dari sudut kiri atas = sudut barat laut (sel X11 ) dan aloasikan sebanyak mungkin untuk X11 dengan memenuhi  X11 = min (a 1 , b 1)

2. Lanjutkan pengalokasian  pada sel :
Xi, j +1  =  X12  

: jika  sumber – i , mempunyai kapasitas sisa

Xi+1, j   =  X21  

: jika  sumber – i , tidak mempunyai kapasitas sisa

3. Demikian seterusnya sampai seluruh sumber teralokasikan.

4. Solusi layak  awal tercapai, jika jumlah sel terisi sebanyak m + n – 1

	 
	Tujuan 
	Supply

	Sumber
	1
	2
	3
	4
	 

	 
	10
	0
	20
	11
	 

	1
	 X11
	  X12
	  X13
	  X14
	15

	 
	12
	7
	9
	20
	 

	2
	  X21
	 X22
	 X23
	 X24
	25

	 
	0
	14
	16
	18
	 

	3
	 X31
	 X32
	 X33
	X34
	5

	Demand
	5
	15
	15
	10
	 45


Tabel . Solusi layak awal dengan Sudut Barat Laut
	 
	Tujuan 
	Supply

	Sumber
	1
	2
	3
	4
	 

	 
	10
	0
	20
	11
	 

	1
	5
	10
	 
	 
	15

	 
	12
	7
	9
	20
	 

	2
	 
	5
	15
	5
	25

	 
	0
	14
	16
	18
	 

	3
	 
	 
	 
	5
	5

	Demand
	5
	15
	15
	10
	 


Min Z = 410 ,     layak, belum tentu optimal
b.  Metode Biaya Terkecil  (Least Cost) ; metode pendistribusian berdasarkan biaya terkecil 

· Prinsip memprioritaskan pengalokasian pada sel dengan biaya terkecil

· Langkah penyelesaian :

1. Pilih sel dengan biaya terkecil, alokasikan sebanyak mungkin untuk Xij = min( ai , bj)

2. Ulangi langkah 1, sampai semua kapasitas sumber/supply telah teralokasi dan sesuai kebutuhan tujuan/demand.

Tabel . Solusi layak awal dengan Least Cost (alt 1)
	 
	Tujuan 
	Supply

	Sumber
	1
	2
	3
	4
	 

	 
	10
	0
	20
	11
	 

	1
	
	15
	 
	
	15

	 
	12
	7
	9
	20
	 

	2
	 5
	 
	15
	5
	25

	 
	0
	14
	16
	18
	 

	3
	 
	 
	 
	5
	5

	Demand
	5
	15
	15
	10
	 


Z = 385   ,      belum tentu optimal

Tabel . Solusi layak awal dengan Least Cost (alt 2)
	 
	Tujuan 
	Supply

	Sumber
	1
	2
	3
	4
	 

	 
	10
	0
	20
	11
	 

	1
	
	15
	 
	
	15

	 
	12
	7
	9
	20
	 

	2
	
	 
	15
	10
	25

	 
	0
	14
	16
	18
	 

	3
	 5
	 
	 
	
	5

	Demand
	5
	15
	15
	10
	 


Z = 335   ,      belum tentu optimal

c.  Metode Pendekatan Vogel (Vogel Approximation Method)

· Prinsip : meminimumkan biaya pinalti karena alokasi yang salah

· Merupakan metode terbaik dibanding dua metode sebelumnya

· Langkah penyelesaian :

1. Hitung penalty untuk tiap kolom dan baris dengan cara : biaya kedua terkecil dikurangi dengan biaya terkecil  (selisih dua biaya terkecil) pada tiap baris dan kolom.

2. Pilih kolom/baris dengan biaya penalty terbesar, alokasikan sebanyak mungkin dengan memenuhi Xij = min( ai , bj) pada sel dengan biaya terkecil.

3. Tandai kolom/baris terpilih,dengan menggangap biaya penalty adalah nol, sehingga tidak ikut dalam penghitungan biaya penalty berikutnya.

4. Ulangi langkah 1 – 3

5. Bila tinggal satu kolom/baris yang belum ditandai, STOP dan alokasikan pada sel dengan biaya terkecil

Contoh . perhitungan metode VAM langkah 1
	 
	Tujuan 
	Supply
	penalty

	Sumber
	1
	2
	3
	4
	 
	

	 
	10
	0
	20
	11
	 
	10 

	 1
	 
	 
	 
	 
	15
	

	 
	12
	7
	9
	20
	 
	2

	2
	 
	 
	 
	 
	25
	

	 
	0
	14
	16
	18
	 
	14

	3
	5
	 
	 
	
	15
	

	Demand
	5
	15
	15
	10
	 
	

	
	
	
	
	
	
	

	penalty
	10
	7
	7
	7
	
	


Solusi dengan metode VAM 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	 
	Tujuan 
	Supply
	penalty

	
	Sumber
	1
	2
	3
	4
	 
	1
	2
	3

	
	 
	10
	0
	20
	11
	 
	10
	11
	11

	
	1
	 
	5
	 
	10
	15
	
	
	

	
	 
	12
	7
	9
	20
	 
	2
	2
	13

	
	2
	 
	10
	15
	 
	25
	
	
	

	
	 
	0
	14
	16
	18
	 
	14
	-
	-

	
	3
	5
	 
	 
	 
	5
	
	
	

	
	Demand
	5
	15
	15
	10
	 
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	penalty
	1
	10
	7
	7
	7
	
	
	
	

	
	2
	-
	7
	11
	9
	
	
	
	

	
	3
	-
	7
	-
	9
	
	
	
	


Min Z = 315,  belum tentu optimal
B.2.   Menentukan solusi optimal (memilih entering variable dan leaving variable)

Ada dua metode yang biasa digunakan :

1. Metode Stepping Stone

2. Metode MODI (Modified Distribution) atau metode multiplier
1.  Metode Stepping Stone

· Gunakan solusi layak awal dari metode Sudut Barat Laut atau Least Cost atau  Vogel.

· Sel terisi merupakan variable basis 
· Sel kosong merupakan variable non basis
· Jika variable non basis masuk ke dalam solusi, maka ada pengurangan dari variable basis sehingga membentuk suatu closed loop ( lintasan tertutup).
· Jadi closed loop digunakan untuk memeriksa apakah bisa terjadi penurunan biaya jika variabel non basis dimasukkan menjadi variabel basis.
CLOSED LOOP :

· Merupakan lintasan yang menghubungkan suatu sel kosong dengan sel yang terisi dengan arah vertical/horizontal

· Lintasan dapat searah atau berlawanan arah dengan jarum jam

· Setiap sel kosong hanya mempunyai satu closed loop

· Lintasan closed loop dapat melangkahi suatu sel kosong dan atau sel terisi

· Lintasan closed loop dapat bersilangan

· Dalam setiap baris dan kolom hanya ada satu penambahan dan pengurangan, sel kosong diberi tanda + diikuti dengan tanda -, demikian tanda berubah secara bergantian. 

· Langkah metode stepping stone

1. Cari solusi  layak awal dari metode Sudut Barat Laut atau  Least Cost atau Vogel.

2. Tentukan sel kosong (variabel non basis),buat closed loop dari setiap sel kosong
3. Hitung perubahan biaya dari setiap closed loop

4. Pilih sel dengan biaya perubahan negatif terbesar,  sebagai solusi

5. Lakukan perubahan alokasi  sel lain dalam satu lintasan pada sel terpilih.

6. Leaving variable dipilih dari sel pada loop yang bertanda negatif dengan nilai X ij terkecil, dan dipindahkan ke sel positif dengan mengikuti. arah dan tanda (+/- ) closed loop

7. Lakukan iterasi (langkah 1-7), iterasi STOP jika semua perubahan biaya tidak memiliki nilai negatif.

CONTOH PENYELESAIAN 
1. Misal dipilih solusi layak awal dari  metode SBL

Tabel . Solusi layak awal dengan Sudut Barat Laut

	 
	Tujuan 
	Supply

	Sumber
	1
	2
	3
	4
	 

	 
	10
	0
	20
	11
	 

	1
	5
	10
	 
	 
	15

	 
	12
	7
	9
	20
	 

	2
	 
	5
	15
	5
	25

	 
	0
	14
	16
	18
	 

	3
	 
	 
	 
	5
	5

	Demand
	5
	15
	15
	10
	 


Min Z = 410 ,     layak tapi belum tentu optimal

2.   Close Loop untuk NBV (sel Kosong) dan perubahan biaya per unit yang terjadi jika dilakukan perubahan alokasi mengikuti setiap close loop adalah :
X13 , X23, X22, X12   :  + 20  - 9   + 7  – 0 = 18
X14 , X24, X22, X12   :  + 11  - 20 + 7  – 0 = -2
X21 , X11, X12, X22   :  + 12  - 10 + 0  – 7 = -5
X31 , X11, X12, X22 , X24 , X34  : + 0 - 10 + 0 – 7 + 20 -18 = -15
X32 , X22, X24, X22   :  + 12  - 10 + 0  – 7 = -5
X33 , X23, X24, X34   :  + 16  - 9 + 20  – 18 = 9

3.   Sel yang terpilih sebagai entering variabel adalah yang memiliki selisih biaya negatif terbesar yaitu : X31 
4.  Lakukan perubahan alokasi pada lintasan X31, dengan menambah dan mengurangi nilai sel setiap sel yang dilalui lintasan.  Besarnya perubahan adalah  nilai minimum   diantara sel yang bertanda negatif pada lintasan tersebut. 

Pada close loop X31, sel yang bernilai negatif (sebagai leaving variabel)  adalah :


X11 = 5, X22 = 5 , X34= 5, karena ketiga sel bernilai sama, maka dapat dipilih salah satu sebagai leaving variabel.  Misalkan (X34= 5) dipilih sebagai leaving variabel

Maka tabel solusi yang baru adalah sebagai berikut :
Tabel loops variabel X31

	
 
	Tujuan 
	Supply

	Sumber
	1
	2
	3
	4
	 

	 
	10
	0
	20
	11
	 

	1
	0
	15
	 
	 
	15

	 
	12
	7
	9
	20
	 

	2
	 
	0
	15
	10
	25

	 
	0
	14
	16
	18
	 

	3
	 5
	 
	 
	
	5

	Demand
	5
	15
	15
	10
	 


5.  Ulangi langkah 1 sampai 4.  

ITERASI KE- I
Sel kosong 


Perubahan biaya per unit 

X13 , X23, X22, X12  

 :  + 20  - 9   + 7  – 0 = 18

X14 , X24, X22, X12   

:  + 11  - 20 + 7  – 0 = -2

X21 , X11, X12, X22   

:  + 12  - 10 + 0  – 7 = -5

X32 , X12, X11, X31   

:  + 14  - 0 + 10  – 0 = 24
X33 , X23, X22, X12, X11, X31   
:  + 16  - 9 + 7  – 0 + 10 – 0 = 24
X34 , X24, X22, X12, X11, X31   
:  + 18  - 20 + 7  – 0 + 10 – 0 = 15

Sel yang terpilih sebagai entering var. adalah yang memiliki selisih biaya negatif terbesar yaitu : X21  . Pada close loop X21, sel bernilai negatif (leaving var.)  adalah X11 = 5, X22 = 5 , karena kedua sel bernilai sama (= 0), tidak terjadi perubahan biaya.  Maka dapat dipilih loops bernilai negatif berikutnya yaitu X14 .  Maka calon leaving var. adalah X24 =10 dan  X22 = 15.  Karena X24 =10  memiliki nilai yang lebih kecil maka dipilih sebagai leaving variabel. Perubahan alokasi sebagai berikut :



Tabel.  Solusi  Optimal dengan Stepping Stone
	 
	Tujuan 
	Supply

	Sumber
	1
	2
	3
	4
	 

	 
	10
	0
	20
	11
	 

	1
	
	5
	 
	 10
	15

	 
	12
	7
	9
	20
	 

	2
	 0
	10
	15
	
	25

	 
	0
	14
	16
	18
	 

	3
	 5
	 
	 
	
	5

	Demand
	5
	15
	15
	10
	 


Min z = 315 solusi optimum
Iterasi berhenti karena tidak ada lagi perubahan biaya pada setiap lintasan yang bertanda negatif .

2.   Metode MODI (Modified Distribution) atau multiplier
· Merupakan pengembangan metode steping stone

· Untuk tiap baris-i dikenal multiplier ui dan untuk kolom-j dikenal multiplier vj, sehingga untuk setiap variable basis (sel terisi) diperoleh persamaan : 

 ui + vj = cij, dimana u1 = 0

· Indeks perubahan biaya dari variable non basis dihitung dengan persamaan : cij  - ui - vj 

· Langkah penyelesaian :

1. Gunakan solusi layak awal dari metode Sudut Barat Laut, Least Cost, Vogel

2. Hitung nilai multiplier dari baris dan kolom, dengan mengaplikasikan
 cij =   ui + vj pada setiap sel terisi (variabel basis)
3. Hitung indeks perubahan biaya dari variable non basis (sel kosong)
4. Tentukan entering variable (titik awal perubahan)yaitu  sel yang memiliki indeks perubahan biaya negatif terbesar.

5. Buat closed loop pada sel yang terpilih sebagai entering variable

6. Lakukan perubahan alokasi dari sel bertanda negatif dengan nilai Xij terkecil menuju sel bertanda positif, dengan mengikuti arah close loop. 

7. Ulangi langkah 2-6, iterasi berhenti jika tidak ada indeks perubahan biaya yang negatif.

CONTOH :

1.  Misal dipilih solusi layak awal dari SBL

2.  Perhatikan sel yang terisi ,dan hitung nilai multiplier  untuk setiap baris (ui) dan nilai multiplier untuk setiap kolom (vj) dengan mengaplikasikan u1 = 0 dan ui + vj = cij  
3.  Perhatikan sel yang kosong, hitung perubahan biaya dengan persamaan : cij  - ui - vj 

Sel kosong (NBV) :
X13 :
C13 – U1 – V3  
= 20 -0 -2 = 18

X14 = -2

X21
X31 = -15  

X32
X33
Tabel . Solusi layak awal dengan Sudut Barat Laut

	 
	Tujuan 
	Supply

	
	v1 = 10
	v2 = 0
	v3 = 2
	v4 = 13
	

	Sumber
	1
	2
	3
	4
	 

	 u1 = 0
	10
	0
	20
	11
	 

	1
	5
	10
	 
	 
	15

	 u2 = 7
	12
	7
	9
	20
	 

	2
	 
	5
	15
	5
	25

	 u3 = 5
	0
	14
	16
	18
	 

	3
	 
	 
	 
	5
	5

	Demand
	5
	15
	15
	10
	 


                                                                                          BAB VII
MODEL PENUGASAN (Assigment Model)


· MODEL PENUGASAN

· Merupakan bentuk khusus dari model transportasi dimana satu atau beberapa sumber yang produktif (m) ditugaskan kepada satu atau beberapa tujuan/pekerjaan (n) sehingga didapatkan biaya total yang minimum atau keuntungan yang maksimum.
· Biasanya yang disebut sebagai sumber/supply adalah pekerjaan/pekerja, sedangkan tujuan/demand adalah mesin.  
· Jumlah sumber yang ditugaskan harus sama dengan jumlah tugas yang akan dikerjakan ( m = n)

· Setiap sumber hanya ditugaskan untuk satu pekerjaan

· Penugasan m pekerjaan kepada n mesin akan mengakibatkan biaya penugasan sebesar Cij  

Gambaran Umum Model Penugasan
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· Secara matematis , model penugasan dapat dinyatakan sebagai berikut :

Xij   =    0, jika pekerjaan ke-i tidak ditugaskan pada mesin ke-j



 =    1, jika pekerjaan ke-i  ditugaskan pada mesin ke-j    

Dengan demikian model penugasan adalah :
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Dengan pembatas :  
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Xij  = 1 atau 0 

· Metode Hungarian

· Merupakan salah satu metode pemecahan yang dikembangkan ahli matematika

   Hungaria bernama D. Konig pada tahun 1916 

· Prinsip memilih opportunity cost terkecil

· Langkah penyelesaian

1. Gambarkan tabel  penugasan, jumlah baris = jumlah kolom, jika tidak sama maka diperlukan dummy.

2. Ubah matrik biaya menjadi matrik opportnity cost (reduced cost matrix) dengan cara,  Untuk setiap baris : kurangi biaya tiap sel dengan biaya terkecil
3. Lihat apakah setiap baris atau setiap kolom sudah memiliki angka nol, jika masih ada kolom yang belum bernilai nol kurangi  biaya  dengan biaya terkecil pada kolom tersebut sehingga terbentuk Total Opportunity Cost Matrix.

4. Tarik garis vertikal/horizontal seminimal mungkin yang melewati semua angka nol. Solusi lyak dan optimum diperoleh jika :
“Bila jumlah garis sama dengan jumlah baris/kolom”
5. Jika jumlah garis tidak sama dengan jumlah baris/kolom maka revisi matrik dengan cara : 

· pilih opportunity cost terkecil yang tidak dilewati  garis

· kurangi seluruh biaya yang tidak dilewati garis dengan  nilai opp cost terkecil
· tambahkan sel biaya pada perpotongan 2 garis dengan opp cost terkecil.

6.
Jika matrik penugasan optimal telah tercapai, alokasikan pekerjaan pada sel bernilai nol.

· Jumlah sumber tidak sama dengan penugasan 

· Untuk memenuhi matrik bujursangkar maka :

-  Tambahkan sumber dummy (dummy row) : m < n 

-  Tambahkan tujuan dummy (dummy coloum) : m > n  

· Setiap baris dan kolom dummy biaya adalah nol

· Masalah maksimasi

· Masalah minimasi juga dapat diterapkan untuk maksimasi

· Matrik elemen menunjukkan keuntungan (indeks produktivitas karyawan)

· Ubah matriks keuntungan menjadi matrik opportunity loss dengan cara mengurangi semua nilai dengan nilai terbesar pada setiap baris dan kolom.

· Langkah selanjutnya sama dengan masalah minimasi

 Contoh :

PT XYZ akan memproduksi 4 produk (A,B,C,D) yang diproduksi dengan menggunakan 4 jenis mesin.  Biaya operasional  untuk setiap penggunaan mesin untuk memproduksi produk-produk tersebut berbeda-beda seperti pada Tabel 5.1. berikut. Bagaimana usul Anda untuk penugasan mesin tersebut, sehingga biaya operasional minimum.

Tabel 5.1.  Matriks biaya

	     Mesin

Produk
	1
	2
	3
	4

	A
	15
	20
	18
	22

	B
	14
	16
	21
	17

	C
	25
	20
	23
	20

	D
	17
	18
	18
	16


 Jumlah jenis produk yang akan diproduksi  = jumlah mesin 
1. Pengurangan nilai terkecil pada setiap baris
Opportunity cost

	     Mesin

Produk
	1
	2
	3
	4

	A
	0
	5
	3
	7

	B
	0
	2
	7
	3

	C
	5
	0
	3
	0

	D
	1
	2
	2
	0


2. Berdasarkan Tabel diatas hanya kolom 3 yang belum memiliki nilai 0, dan nilai terkecil pada kolom tersebut adalah 2
Opportunity cost

	     Mesin

Produk
	1
	2
	3
	4

	A
	0
	5
	1
	7

	B
	0
	2
	5
	3

	C
	5
	0
	1
	0

	D
	1
	2
	0
	0


3.  Periksa apakah penugasan sudah layak dan optimal?  Gambarkan seminimum mungkin garis vertikal/horizontal yang melewati 0.  Jika jumlah minimum garis  (3) lebih kecil dari jumlah baris/kolom (4) maka solusi optimal belum diperoleh.  
4.  Revisi tabel penugasan dengan cara kurangi semua nilai yang tidak dilewati garis dengan nilai terkecil, tambahkan nilai terkecil tersebut pada nilai yang terletak pada perpotongan garis.

Tabel penugasan optimal
	     Mesin

Produk
	1
	2
	3
	4

	A
	0
	4
	0
	6

	B
	0
	1
	4
	2

	C
	6
	0
	1
	0

	D
	2
	2
	0
	0


5.  Periksa solusi optimal dengan menggambarkan jumlah minimum garis yang melewati nilai 0.  Jumlah minimum garis  (4) sama dengan  jumlah baris/kolom (4), maka solusi optimal sudah  diperoleh
Biaya penugasan minimun :

B  : 1 = 14,   A  :  3 = 18,   D : 4 = 16  ,  C : 2  = 20
Total biaya : 68
